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ВВЕДЕНИЕ 

В Омском государственном университете путей сообщения среди обуча-

ющихся ежегодно проводятся различные  олимпиады по предметам, изучаемым 

в вузе. Их целями являются:  развитие у обучающихся способностей к наукам; 

пробуждение интереса к научной деятельности; пропаганда научных знаний; 

выявление наиболее одаренных студентов и создание условий их интеллекту-

ального развития, в том числе содействие им в профессиональной ориентации и 

продолжении образования и т. д. Предметные олимпиады ОмГУПСа выявляют 

студентов, которые далее принимают участие в олимпиадах более высокого 

уровня.  Обязательной среди таких олимпиад является и олимпиада по матема-

тике, которая содействует   повышению интереса участников к изучению мате-

матики, выявлению особо глубоких и прочных знаний, умений, навыков, спо-

собности к неалгоритмизированному мышлению, нестандартности подходов, 

реактивности мышления.  

В нашем вузе математика изучается, как правило, на первом и втором 

курсах, поэтому и математическая олимпиада разделяется на олимпиаду среди 

первокурсников и олимпиаду среди студентов второго и старших курсов. Зада-

ния, которые готовят преподаватели кафедры «Высшая математика», охваты-

вают все изучаемые в курсе разделы. Одним из обязательных элементов курса 

высшей математики в технических вузах является «Линейная алгебра». Тради-

ционно в этом разделе, изучаемом, как правило, в самом начале курса, рассмат-

риваются такие темы, как «Матрицы», «Определители» и «Системы линейных 

алгебраических уравнений». Задачи по линейной алгебре включаются в основ-

ном в олимпиаду для первокурсников. Кроме того, средствами линейной алгеб-

ры могут быть решены и задачи, относящиеся к другим математическим разде-

лам,  которые входят в задания для студентов второго и старших курсов. 

 В данном пособии приводятся основные теоретические сведения по ли-

нейной алгебре, необходимые для того, чтобы освежить в памяти изученный 

ранее материал для успешного решения олимпиадных задач. Рассматриваются 

многочисленные примеры  задач  прошлых лет с их решениями, в которых де-

монстрируются разнообразные, в том числе нестандартные, подходы, знание 

которых может помочь успешному преодолению трудностей выполнения зада-

ний на олимпиаде. 



 

 

6 
 

 

1. МАТРИЦЫ  И  ДЕЙСТВИЯ  НАД  НИМИ 

 

Определение 1. Таблица вида 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

= ij m n
a


=

m nA 
 

называется матрицей размера mn, где m –  число строк, n – число столбцов, 

величины 
ija называются элементами матрицы A  1, , 1, .i m j n    

В дальнейшем строки и столбцы будем называть рядами. 

Определение 2. При  m = n  матрица называется квадратной порядка n. 

При этом ее главной диагональю называется  диагональ, проведенная из левого 

верхнего угла в правый нижний угол. Обозначение квадратной матрицы:
nA .  

Определение 3. Пусть     , .ij ijm n m n
А a B b

 
     Тогда   A B  ija = 

ijb ,   

1, ,i m 1,j n . 

Определение 4. Нулевой матрицей называется матрица О ,m n
 все элементы 

которой равны нулю. 

Определение 5. Единичной матрицей  называется квадратная  матрица 

Е  ,ije  где 1, , 0, .ij ije i j e i j      Например:  
2E 

1 0
.

0 1

 
 
 

 

Определение 6. Треугольной матрицей называется квадратная матрица, 

у которой все элементы, расположенные ниже (или выше) главной диагонали, 

равны нулю. 

Определение 7. Суммой матриц  A и B одинакового  размера m n  

называется матрица   ij m n
C c A B


   , элементы которой    ,ij ij ijc a b  , 

1, , 1,i m j n  . 

Определение 8. Произведением матрицы A на число k называется  мат-

рица  ij m n
D d k A


   : ij ijd ka , 1, , 1,i m j n  . 

Определение 9. Операции сложения матриц и умножения матрицы на 

число называются линейными операциями. 
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    Свойства линейных операций аналогичны свойствам операций над 

числами:  

1) ;А В В А      2)    ;A B C A B C      

3)  ( ) ;A A    4)   ;A B A B      

5)  

Определение 10. Операция над матрицей A, при которой ее строки ста-

новятся столбцами с теми же номерами, называется транспонированием.  

Обозначение: . 

Определение 11. Пусть   Произведением матриц 

A и B называется матрица   элементы которой вычисляются по 

формуле: 
,

1

n

ij ik kj

k

c a b


 , 1, , 1, .i m j p   

Замечание 1. Умножать матрицу А на матрицу В можно тогда и только 

тогда, когда число столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В. 

Замечание 2. В общем случае .AB BA  Если же AB BA , то матрицы 

называются перестановочными. 

Свойства умножения матриц: 

 1) ,n mAE E A A   где   ;ij m n
A a


            2)   ( );AB C A BC   

3)   ;A B C AC BC                    4)    ;A kB k AB  

5)   ;A B C AB AC                            6)   .
Т T ТAB B A  

(Предполагаем, что матрицы А, В, С имеют размеры, позволяющие про-

изводить указанные действия.) 

 

2. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 

 

Определение 1. Определителем квадратной матрицы  1 11A a  перво-

го порядка называется число  1det A  A =
11a . 

Определение 2. Определителем квадратной матрицы 
2A  называется 

11 12

2 11 22 12 21

21 22

.
a a

a a a a
a a

     

  .A A A     

ТA

  ,ij m n
A a


   .ij n p

B b




  ,ij m p
C c



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Пусть определен определитель (n-1)-го порядка. 

Определение 3. Минором 
ijM элемента 

ija  квадратной матрицы 
nA  

называется определитель матрицы, полученной из данной вычеркиванием i-й 

строки и j-го столбца. 

Пример 1. 23

1 0 2
1 0

2 1 1 , 4.
4 4

4 4 0

M

 
 

  
 
 
 

 

Определение 4. Алгебраическим дополнением 
ijA  элемента 

ija  квадрат-

ной матрицы 
nA  называется  число  1 .

i j

ij ijA M


   

Пример 2. Для матрицы из примера 1 5

23

1 0
( 1) 4.

4 4
A       

Определение 5. Определителем квадратной матрицы порядка n назы-

вается число, равное сумме произведений всех элементов какого-либо ряда 

матрицы  и их алгебраических дополнений. Такое вычисление определителя 

называется разложением определителя по соответствующему ряду.  

Так, раскладывая определитель по строке с номером i, получим:  

                               

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
det

... ... ... ...

...

n

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
1

.
n

ij ij

j

a A


                         (2.1) 

А разложение определителя по j-му столбцу будет иметь вид:  

  

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
det

... ... ... ...

...

n

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
1

.
n

ij ij

i

a A


  (2.2) 

 

Заметим, что величина определителя не меняется от способа его вычис-

ления. 

Свойства определителей. Пусть   .ij n n
A a


  

1) .TA A  

2) При перестановке двух параллельных рядов  определитель меняет знак. 
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3) Если матрица А имеет два пропорциональных параллельных ряда, то  

ее определитель равен нулю.                                                    

4) Общий множитель элементов ряда можно выносить за знак опреде-            

лителя.  

5) Определитель, имеющий нулевой ряд, равен нулю. 

6) Величина определителя не изменится, если к элементам какого-либо 

ряда прибавить соответствующие элементы другого параллельного ему ряда, 

умноженные на число k. 

7) Сумма произведений элементов какого-либо ряда определителя на ал-

гебраические дополнения соответствующих элементов другого параллельного 

ему ряда равна нулю. 

8) Пусть 1

n  и 2

n  – определители, различающиеся элементами только од-

ного  ряда. Тогда  их сумма равна   определителю, у которого указанный ряд 

состоит из сумм соответствующих элементов определителей  и . 

9)  

10) Определитель треугольной матрицы равен произведению всех эле-

ментов ее главной диагонали. 

Замечание. Из свойств определителей следует, что определитель удобно 

вычислять, преобразовав предварительно его так, чтобы в каком-либо ряду по-

лучились нули (если все нули, то определитель равен нулю), либо привести его 

к треугольному виду. 

Определение 6. Квадратная матрица называется вырожденной, если ее 

определитель равен нулю, в противном случае она называется невырожденной. 

 

3. ОБРАТНАЯ  МАТРИЦА 

 

Пусть  

Определение 1. Обратной к матрице А называется такая матрица  

что 1 1 .AA A A E    

Теорема (об обратной матрице) 

Если матрица  ij n n
A a


   невырожденная, то она имеет обратную, кото-

рую можно найти по  формуле: 

1

n
2

n

.AB A B 

  .ij n n
A a




1,A
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11 21 1

12 22 21

1 2

...

...1

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

A A A

A A A
A

A

A A A



 
 
 
 
 
 

,                                              (3.1) 

где 0,A   
ijA   ‒  алгебраические дополнения элементов 

ija  исходной матрицы 

А  , 1, .i j n  

Замечание. Если 0,A   то 1A  не существует. 

 

4. СИСТЕМЫ  ЛИНЕЙНЫХ  АЛГЕБРАИЧЕСКИХ  УРАВНЕНИЙ 

 

Определение 1. Системой m линейных уравнений  с n неизвестными 

называется система вида: 

                                                 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

.......................................

... ,

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   


   


    

                                 (4.1) 

где ija  ‒ коэффициенты при неизвестных jx , 
ib  ‒ свободные коэффициенты 

(свободные члены), , , 1, , 1, .ij ia b R i m j n    

Определение 2. Система  (4.1) называется однородной при 0ib  , 1,i n . 

Определение 3. Упорядоченный набор чисел   1,..., nx x  называется  ре-

шением системы (4.1), если при подстановке этих чисел вместо неизвестных в 

систему каждое уравнение обращается в верное равенство. 

Определение 4. Решить систему (4.1) означает либо найти все ее реше-

ния, либо установить, что их нет. 

Определение 5. Система (4.1) называется совместной, если она имеет 

хотя бы одно решение (в противном случае она называется несовместной). 

Определение 6. Система (4.1) называется определенной, если имеет 

единственное решение, и неопределенной, если имеет бесконечное множество 

решений. 

Определение 7. Две системы называются  эквивалентными, или равно-

сильными, если множества их решений совпадают. 
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Определение 8. Элементарными преобразованиями системы (4.1) 

называются  следующие: 

1) прибавление к одному уравнению любого другого уравнения, умно-

женного на какое-либо число; 

2) умножение какого-либо уравнения на число, отличное от нуля; 

3) перестановка уравнений системы. 

Теорема (об элементарных преобразованиях системы) 

Элементарные преобразования системы линейных уравнений приводят ее 

к эквивалентной. 

Система   (4.1)   может   быть   записана  в   матричном  виде:  ,Ax b  

где 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

 ‒  матрица системы; 

вектор  1 2, , ,
T

mb b b b ‒  столбец свободных членов; 

вектор  1 2, , ,
T

nx x x x  ‒ столбец неизвестных. 

Определение 9. Расширенной матрицей системы (4.1) называется матрица 

 

                         

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

...

...
.

... ... ... ...

...

n

n

m m mn m

a a a b

a a a b
A A b

a a a b

 
 
  
 
  
 

                              (4.2) 

 

К основным методам решения систем линейных алгебраических уравне-

ний относятся метод обратной матрицы, метод Крамера и метод Гаусса. 

Метод обратной матрицы. Пусть в системе (4.1)  .m n  Тогда матрица  

системы А является квадратной и можно вычислить ее определитель. Если 

0,A   то матрица А имеет обратную 
1A
 и система Ax b  может быть решена 

следующим способом: 

1 1Ax b A AX A B    1EX A B  1 .X A B    

Метод Крамера. Для системы  (4.1) при условии m n  и 0A   введем 

обозначения: 
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11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

   ‒ определитель системы, 0;   

 

1 12 1

2 22 2

1

2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

b a a

b a a

b a a

  ,…, 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
.

... ... ... ...

...

n

n n n

a a b

a a b

a a b

   

Теорема (формулы Крамера). Если определитель системы 0  , то   

система Ax b  имеет единственное решение, вычисляемое при любом векторе 

b по формулам:  

                                                      , 1, .
j

jx j n


 


                                             (4.3) 

Формулы (4.3) называются формулами Крамера. 

Замечания: 

1) если 0  , то система имеет единственное решение; 

2) если 0  и хотя бы один из 0,i   то система не имеет решения; 

3) если 0  и все  0,i   то система либо имеет бесконечное множество 

решений, которое можно найти с помощью метода Гаусса, либо несовместна. 

Метод Гаусса. Идея метода Гаусса состоит в том, чтобы с помощью эле-

ментарных преобразований строк расширенной матрицы  A b  системы урав-

нений  (4.1)  и  перестановки  столбцов  матрицы  А  привести  матрицу   A b  к 

виду: 

                                               

11, 1 1

22, 1 2

, 1

1

1 0 0

0 1 0

.0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

r n

r n

rr r rn

r

m

ba a

ba a

ba a

b

b









  
 

  
 
 

  
 
 
 
  

                        (4.4) 
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Если  среди  чисел  
1, ,r mb b
   есть хотя бы одно, отличное от нуля, то 

система (4.1) несовместна. 

Если  
1 0,r mb b
      то  система (4.1) совместна.  Матрица  (4.4)  задает 

систему, эквивалентную (4.1): 

 

                               

1 1, 1 1 1 1

2 2, 1 1 2 2

, 1 1

;

;

.

r r n n

r r n n

r r r r rn n r

x a x a x b

x a x a x b

x a x a x b

 

 

 

     
      


      

                                (4.5) 

 

Переменные 
1 2, , , rx x x  называются базисными, остальные – небазис-

ными, или свободными. 

Если ,r n  то система имеет единственное решение, которое сразу опре-

деляется из системы (4.5). Если ,r n  то из системы (4.5) нужно выразить ба-

зисные переменные через свободные, перенеся их в правые части (в этом слу-

чае система имеет бесконечно много решений, так как свободным переменным 

можно придавать произвольные значения). 

Замечание.  Однородная система всегда совместна, так как  решение 

0x   у нее есть всегда. Такое решение называется тривиальным. 

 

5. ПРИМЕРЫ  ЗАДАЧ  С  РЕШЕНИЯМИ 

 

Задача 1.  

1) Докажите тождество: 

        1 1 1 1 2 2 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 .a d bc a d b c a a bc b c d d a b bd a c c d         

2) Какому соотношению алгебры матриц  соответствует приведенное 

тождество? 

Решение. 

1) Тождество проверяется непосредственно раскрытием скобок в левой и 

правой частях равенства. 
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2) Рассмотрим матрицы 
1 1

1 1

a b
А

c d

 
  
 

 и 
2 2

2 2

.
a b

В
c d

 
  
 

 Если к ним приме-

нить известное свойство определителей ,AB A B   то получится указанное 

тождество. 

 

Задача 2. 

Найдите x, при котором   

1 1 0 0 0

2 1 1 0 0

0.4 2 1 1 0

8 4 2 1 1

8 4 2 1

x

x

  

   

 

Решение. 

Преобразуем определитель. Если из первого столбца вычесть остальные 

четыре, то получим: 

 

 

0 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 2 1 1 0

0 4 2 1 1

15 8 4 2 1

x

x

 

    

. Далее раскроем этот определитель по 

первому столбцу, получим:    

1 0 0 0

1 1 0 0
15

2 1 1 0

4 2 1 1

x x   . Полученный определи-

тель четвертого порядка имеет треугольный вид, а значит, равен произведению 

элементов главной диагонали, т. е. единице. Поэтому   15 0,x x     откуда 

получаем, что 15.x    

Задача 3. 

Найдите все матрицы А размером 2 2 , имеющие вид ,
0

a b
А

c

 
  
 

 удов-

летворяющие условию 2 ,A E  где E ‒ единичная матрица. 
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Решение. 

2

2

2
.

0 0 0

a b a b a ab bc
A A A

c c c

    
         

     
 Приравниваем полученную 

матрицу к единичной, получаем: 
2

2

1 0
.

0 10

a ab bc

c

   
   
  

  Имеем систему 

2

2

1,

0,

1.

a

ab bc

c

 


 






 Отсюда либо 0b   и тогда 1, 1,a c     либо a c   и тогда b  ‒ 

любое число и 1, 1.a c     Получаем матрицы следующего вида: 

1 0 1 0 1 0 1 0 1 1
, , , , , ,

0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

b b             
           

             
 где .b  

Задача 4. 

Пусть квадратная матрица A  удовлетворяет условию 
2 ,А О  где О – ну-

левая матрица, а  Е – единичная. Доказать, что А + Е  и  Е − А являются невы-

рожденными (неособенными) и взаимно обратными матрицами. 

Решение. 

Заметим, что 2( ) ( ) .A E E A A E E E A A E A E A E               

Отсюда следует, что матрицы A E  и E А  являются обратными друг другу и 

что det(( ) ( )) det 1.A E E A E      Из свойств определителей следует, что 

det(( ) ( )) det( ) det( ) 1,A E E A A E E A         откуда можно сделать вывод, что 

det( ) 0, det( ) 0,A E E A     поэтому данные в условии матрицы являются не-

вырожденными. 

 

Задача 5. 

Пусть 
cos sin

.
sin cos

R

 

 

 
  
 

 Доказать, что 1.R R 



   

Решение. 

2 2

2 2

cos sin cos sin 1 0cos sin 0
.

sin cos sin cos 0 10 cos sin
R R 

     

     


       
          

       

              Поскольку ,R R Е     то перемножаемые матрицы являются  обратными, 

т. е. 1.R R 



   
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Задача 6. 

Доказать, что при действительных , , ,a b c d   корни уравнения 

0,
a x c d i

c d i b x

  


  
 где i ‒ мнимая единица, действительны. 

Решение. 

При решении этой задачи нужно знать, что 2 1.i     Раскрывая определи-

тель, получим:   2 2 2( ) 0.ab a b x x c d       Это уравнение является квад-

ратным. Его дискриминант:  
2 2 2 2 2 24( ) ( ) 0,D a b ab c d a b c d           а 

значит, корни действительные, что и требовалось доказать. 

Задача 7. 

Доказать,    что    1 11
( ) ,B B



        где    0, ,R    

B  ‒ квадратная невырожденная матрица. 

Решение.  

 1 1 1 11 1
( ) ( ) .B B B B E B B   

 

               

Задача 8. 

Пусть 
a b

A
c d

 
  
 

. Известно, что .
d c

BAB
b a

 
  
 

 Найти матрицу BA . 

Решение. 

Вычислим 
2

2
.

d c a b c ad bd cd
BABA

b a c d ab ac b ad

     
       

      
 Предположим, 

что .
c d

BA X
a b

 
   

 
 Тогда легко проверить справедливость равенства 

2

2 2

2
( ) .

c ad cd bd
BA X BABA

ac ab b ad

  
   

  
 Значит, предположение было верным и  

.
c d

BA
a b

 
  
 

 

Задача 9. 

Вычислить определитель порядка n, элементы главной диагонали которо-

го равны p, а остальные элементы равны q. 
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Решение. 

Составим этот определитель:  

...

...

....

. . . ... .

...

p q q q

q p q q

q q p q

q q q p

   

 К первой строке прибавим все остальные строки, получим: 

       1 1 1 ... 1

...

....

. . . ... .

...

p n q p n q p n q p n q

q p q q

q q p q

q q q p

       

   Вынесем общий 

множитель первой строки  1p n q   за знак определителя:  

  

1 1 1 ... 1

...

1 ....

. . . ... .

...

q p q q

p n q q q p q

q q q p

       Вычтем первый столбец из всех остальных:   

 

  

1 0 0 ... 0

0 ... 0

1 .0 ... 0

. . . ... .

0 0 ...

q p q

p n q q p q

q p q



    



   Разложим этот  определитель по  

 

первой строке:   

0 ... 0

0 ... 0
1 .

. . ... .0

0 0 ...

p q

p q
p n q

p q




   



 Полученный опреде-

литель, являющийся минором элемента первой строки и первого столбца, имеет 

порядок 1n   и равен произведению элементов главной диагонали (как опреде-

литель  треугольной  матрицы).  Отсюда  получаем:      
1

1 .
n

p n q p q


      
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Задача 10. 

Доказать, что произвольную матрицу ( 0)
a b

с
c d

 
 

 
 с единичным опре-

делителем 1ad bc   можно однозначно представить в виде произведения мат-

риц  вида: 
1 0 0 1 1

0 1 0 1/ 1 0 0 1

x k y

k

       
         

       
. 

Решение.  

Найдем произведение данных матриц:  

1 0 0 1 1 / 0 1 / /

0 1 0 1/ 1 0 0 1 0 1/ 1 1/ /

x k y k x k x k k xy k

k k y k y k

          
           

             

 

.
a b

c d

 
  
 

 Так как матрицы равны друг другу, то должны выполняться ра-

венства: 
1

; ; ; .
x y xy

c a d b k
k k k k

         Покажем, что числа , ,x y k  можно 

однозначно выразить через коэффициенты исходной матрицы. Так как 0,c   то 

1
,k

c
   откуда ; .

a d
x ka y kd

c c
       Покажем, что при данных значениях 

, ,k x y  выполняется равенство .
xy

k b
k

   В самом деле: 

1
( )

xy a d
k c

k c c c
      

1
,

ad ad ad bc
b

c c

  
   так как по условию 

1.ad bc   Отсюда следует утверждение задачи. 

Задача 11. 

Решить систему уравнений: 

 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 2 2 2 ... 2 1;

3 4 4 4 ... 4 2;

3 5 6 6 ... 6 3;

...............................................................;

3 5 7 9 ... 2 1 .

n

n

n

n

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x n x n

       


      


      


        
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Решение.  

Воспользуемся методом Гаусса. Выпишем расширенную матрицу систе-

мы:  

1 2 2 ... 2 1

1 3 4 ... 4 2

.1 3 5 ... 6 3

. . . ... . .

1 3 5 ... 2 1n n

 
 
 
 
 
 
  

 Вычтем из каждой последующей строки предыду- 

щую, получим: 

1 2 2 ... 2 1

0 1 2 ... 2 1

.0 0 1 ... 2 1

. . . ... . .

0 0 0 ... 1 1

 
 
 
 
 
 
 
 

 Все переменные системы являются базис-

ными, значит, она имеет одно решение. Запишем систему, эквивалентную полу- 

ченной матрице: 

1 2 3 4 5

2 3 4 5

3 4 5

2 2 2 2 ... 2 1;

2 2 2 ... 2 1;

2 2 ... 2 1;

...............................................................;

1.

n

n

n

n

x x x x x x

x x x x x

x x x x

x

      


     



    





 

Решая эту систему, начиная с последнего уравнения, получаем, что 1,nx   

а все остальные переменные связаны соотношением 
1 , , 1,...,2.k kx x k n n      

 

Задача 12. 

 

Вычислить 

3 2 0 ... 0

1 3 2 ... 0
1

lim 0 1 3 ... 0 .
2

.......................

0 0 0 ... 3

nn
 

Решение.  

Разложим определитель по первой строке: 
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 1 2

3 2 0 ... 0

1 3 2 ... 0

0 1 3 ... 0 3 2 .

.......................

0 0 0 ... 3

n n n        Мы получили рекуррентную форму-

лу, по  которой  определитель  порядка n  сводится  к определителям порядка 

1n   и  2.n   

Вычислим 
1 2

3 2
3, 7.

1 3
      Согласно рекуррентной формуле полу-

чим: 
3 43 7 2 3 15, 3 15 2 7 31.             Можно заметить, что 

2 1 4,    

3 2 4 38, 16.       Таким образом, получаем, что 2

2 3 2 ,    

2 3 2 3 4

3 43 2 2 , 3 2 2 2 .          Можно выдвинуть предположение, что 

2 3 13 2 2 ... 2 4 2 1.n n

n

          Последнее выражение для определителя по-

лучено с применением формулы суммы первых n членов геометрической     

прогрессии. Для доказательства гипотезы о том, что 14 2 1,n

n

     воспользу-

емся методом математической индукции. Считая гипотезу справедливой для 

номеров 1,k n   докажем ее для номера .k n  Итак, 

   2 3 1

1 23 2 3 4 2 1 2 4 2 1 4 2 1.n n n

n n n

  

                Теперь формула 

14 2 1n

n

     строго доказана. Воспользуемся ей для вычисления предела: 

 

  
1

1

3 2 0 ... 0

1 3 2 ... 0
1 1 4 2 1

lim 0 1 3 ... 0 lim 4 2 1 lim 2.
2 2 2

.......................

0 0 0 ... 3

n
n

n n nn n n




  

 
      

 

Задача 13. 

Вычислить определитель: 

     

     

     

     

2 2 22

2 2 22

2 2 22

2 2 22

1 2 3

1 2 3
.

1 2 3

1 2 3

   

   

   

   

  

  
 

  

  
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Решение.  

 

Вычтем первый столбец из всех остальных:  

2

2

2

2

2 1 4 4 6 9

2 1 4 4 6 9
.

2 1 4 4 6 9

2 1 4 4 6 9

   

   

   

   

  

  
 

  

  

 Вынесем общий множитель четвертого  

 

столбца за знак определителя: 

2

2

2

2

2 1 4 4 2 3

2 1 4 4 2 3
3 .

2 1 4 4 2 3

2 1 4 4 2 3

   

   

   

   

  

  
 

  

  

 Складывая  

 

второй и четвертый столбцы и вычитая результат из третьего столбца, мы по-

лучим нулевой столбец, а значит, и определитель равен нулю. 

 

Задача 14. 

Вычислить определитель 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

,

b c c a a b

b c c a a b

b c c a a b

  

    

  

 если  

1 1 1

2 2 2

.

a b c

a b c A

a b c

  

Решение.  

Вычтем из первого столбца второй и третий: 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

2

2 .

2

a c a a b

a c a a b

a c a a b

  

    

  
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Прибавим ко второму столбцу первый и третий:  

 

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

2

2 .

2

a c b a b

a c b a b

a c b a b

  

    

  

  

 

Вынесем общий множитель 2  из первого столбца и вычтем его из треть-

его: 1 1 1 1

2 2 2 2

2 .

a c b b

a c b b

a c b b



  



  

Вычтем из второго столбца третий: 1 1 1

2 2 2

2 .

a c b

a c b

a c b

   Поменяем места-

ми второй и третий столбцы, определитель при этом поменяет знак: 

1 1 1

2 2 2

2 2 .

a b c

a b c A

a b c

    

 

Задача 15. 

Вычислить определитель: 
8

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
.

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

a b

a b

a b

a b

b a

b a

b a

b a

   

Решение.  

 

Вынесем из первых четырех строк множитель a, а из последних четырех ‒ 

множитель  b.  Получим определитель:  
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4 4

8

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0
.

0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

b a

b a

b a

b a
a b

a b

a b

a b

a b

   Вычтем теперь из восьмой 

строки первую, из седьмой – вторую, из шестой – третью, из пятой – четвер-

тую: 4 4

8

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0
.

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

b a

b a

b a

b a
a b

a b b a

a b b a

a b b a

a b b a

 








  

Это определитель треугольной матрицы, поэтому он равен произведению 

элементов главной диагонали:  
4

4
4 4 2 2

8 .
a b

a b a b
b a

 
     

 
 

 

Задача 16. 

 

Вычислить определитель: 

1 1 1 1

1 2 2 2

.1 2 3 3

1 2 3 2015

 

Решение. 

Определитель равен 1, так как если вычесть 1-ю строку из всех осталь-

ных, он сводится к аналогичному определителю на единицу  меньшего порядка.  

 

 



 

 

24 
 

6. ЗАДАЧИ  ДЛЯ  САМОСТОЯТЕЛЬНОГО  РЕШЕНИЯ 

 

Задача 1. 

Найти все корни уравнения: 

1 1 1 ... 1

1 1 1 ... 1

0.1 1 2 ... 1

... ... ... ... ...

1 1 1 ...

x

x

n x







 

Ответ:  0; 1;...; 1.x x x n     

 

Задача 2. 

Все   элементы    квадратной матрицы А порядка n – числа 0; 1 или 1 , 

причем каждая строка и столбец содержат ровно один ненулевой элемент. Дока-

зать, что А
m
 = Е, где Е ‒ единичная матрица, а m ‒ некоторое натуральное число. 

 

Задача 3. 

Решить систему уравнений: 
2 2 2 2

1;

;

.

x y z

ax by cz d

a x b y c z d

  


  
   

 

 

Ответ:  

Если   a,  b, c  все   различны,   то  
( )( ) ( )( )

; ;
( )( ) ( )( )

b d c d a d c d
x y

b a c a a b c b

   
 

   
 

( )( )
.

( )( )

a d b d
z

a c b c

 


 
 

Решения  зависят  от  одного  параметра, если: 1) a = b, a  c, d = a      или 

d = c; 2) b = c,  a  b,  d = a  или  d = b;  3) a = c,  a  b,  d = a  или  d = b. 

Решения зависят от двух параметров, если a = b = c = d. 

Во всех остальных случаях система решений не имеет.  
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