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ВВЕДЕНИЕ 

Данное учебно-методическое пособие содержит стандартные задачи по 

теории скалярных и векторных полей с тридцатью вариантами данных, предна-

значенные  для  самостоятельного решения  студентами  в  качестве  типовых 

индивидуальных заданий. 

Каждую из десяти предлагаемых задач предваряют краткие методические 

рекомендации по её решению и оформлению. Несмотря на это рекомендуется 

ознакомиться с ранее изданным учебно-методическим пособием «Элементы 

теории поля», в котором подробно разобрано решение всех аналогичных задач. 

Кроме того, в упомянутом пособии кратко изложены основные идеи, определе-

ния и теоремы теории поля, иллюстрированные рисунками. 

Задачи, включённые в данное пособие, ограничиваются случаем двух- 

или трёхмерного скалярного или векторного поля. Для эффективного и полного 

усвоения способов и методов решения представленных задач необходимы зна-

ния разделов, которые изучались в предыдущих семестрах: математического 

анализа о кратных, криволинейных и поверхностных интегралах, аналитиче-

ской геометрии в трёхмерном пространстве и векторной алгебры. 
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ТИПОВЫЕ  ЗАДАЧИ  ПО  ТЕОРИИ  ПОЛЯ 

З а д а ч а  1 

Поверхности равного уровня. Производная скалярного поля по направлению 

Найти уравнение поверхности равного уровня скалярного поля U = U(x; y; z), 

проходящей через точку М, и производную поля в этой точке по направлению к 

точке М1. Скалярная функция и координаты точек приведены в табл. 1.1.  

Методические рекомендации. Воспользоваться разобранной задачей из 

учебно-методического пособия «Элементы теории поля» [1] – пример № 1, с. 8. 

В   ответе   уравнение   поверхности   равного   уровня   записать   в   виде 

U(x; y; z) = const. Производную поля по направлению можно вычислить по формуле 

      , coscoscos
);;( 000 zyxz

U

y

U

x

U

l

U 











                 (1.1) 

где       cos и  cos ,cos  – проекции орта заданного направления на коорди-

натные оси. Указать, убывает или возрастает поле в заданной точке в заданном 

направлении. 

Т а б л и ц а  1.1 

Варианты данных для задачи № 1 

Номер 

варианта 

Скалярное поле 

U = U(x; y; z) 

Координаты точек 

М(x0; y0; z0) М1(x1; y1; z1) 

1 2 3 4 

1 )9(ln3  zy
y

1
xU  (–2; 2;–8) (7; 10; 4) 

2 
23 )(sin yzyxU   (8;–2; 2) (12;–3;–6) 

3 zx
y

eU x 262

5
 

 (–3;–10;–4) (–3; 2; 5) 

4   3

2
242arctg zx

x

y
U   (1; 10; 8) (–1; 2;–8) 

5   2

2

ln zyx
y

x
U   (–2;–3;–2) (10; 0; 2) 

6  zy
z

x
U 24sin4

2


 
(–6;–1; 2) (–8; 2;–4) 
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П р о д о л ж е н и е  т а б л. 1.1 

1 2 3 4 

7 
13

2

32

 zey
xy

U  (3;–8;–1) (–9;–2;–5) 

8 zy
x

z
U  )arcctg(17

2
 (4;–4; 6) (3; 4; 10) 

9 
4

3
)(ln2

2 3 z

z

y
yxU


  (–9; 10; 8) (–3; 9;–10) 

10  2)2(sin zyxyU   (6; 12;–10) (–7; 8; 6) 

11  2
3

42 yz
x

y
eU x    (–2; 11;–12) (–2;–9; 3) 

12 zy(xxU  )2ln4  (5; 2;–12) (–3; 8; 12) 

13    22
2

tg zy
y

yxU   (7;–7;–3) (3;–10; 9) 

14 
x

z
yyxU  )(ln  (–8; 9;–12) (–4; 1; 7) 

15 
y

z
zxeU yx  2

 (10;–5;–6) (–4; 0;–8) 

16 
z

x
yzxU  )sin(59  (–2; 5;–1) (5;–1;–7) 

17  
y

z
yxzU  arctg15  (–4; 3;–9) (–11; 9;–3) 

18   zxy
x

z
U

2
 2tg

9
 (3; 0; 10) (–1;–8; 2) 

19 
z

y
xzyU  )13(ln6 3  (–12; 7; 1) (–4;–5;–8) 

20 
x

z
eyxU y  2

 
(4; 0; 5) (4; 8; 11) 

21 
z

x
zyxzU  )5(sin2

 
(–2;–5; 1) (–6; 11;–12) 
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О к о н ч а н и е  т а б л. 1.1 

1 2 3 4 

22   2arctg10 x
z

y
xU   (–3; 10;–2) (10;–8;–8) 

23  zzyxyU tg32   (–10;–1; 0) (0; 1; 11) 

24 )z
y

x
yxU 2ln(3   (–9;–6;–1) (–8;–8; 1) 

25 
x

y
exzU y  76  (–1;–7;–9) (9;–1; 6) 

26 
2)3sin(43 zzyxyU   (–10;–3; 4) (–12; 0;–2) 

27   2arctg5 zyxyU   (12; 3;–7) (5; 9;–1) 

28  zx
xy

xzU
2

3  tg
9

2  (–2;–3;–2) (10; 0; 2) 

29  zyxz
y

x
U  ln3

3
 (–6;–1; 2) (–8; 2;–4) 

30 
3

3sin3
z

y
z)(xxU   (3;–8;–1) (–9;–2;–5) 

 

З а д а ч а  2 

Векторные линии поля 

Найти уравнение векторной линии поля  )(Мa


, проходящей через точку 

А(х0; у0). Плоское векторное поле и координаты точки А приведены в табл. 2.1. 

Методические рекомендации. Воспользоваться разобранной задачей из 

учебно-методического пособия «Элементы теории поля» [1] – пример № 2, с. 13. 

Аналитически выразить векторную линию поля можно из уравнения 

);;();;( zyxQ

dy

zyxP

dx
 ,                                             (2.1) 
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которое является условием коллинеарности вектора поля и касательной к век-

торной линии. В ответе получившееся уравнение линии записать в виде у = f(x). 

В случае если получится кривая второго порядка, допускается канонический 

вид уравнения линии.  

Т а б л и ц а  2.1 

Варианты данных для задачи № 2 

Номер 
варианта 

Поле  )(Мa


 
Точка 

А(х0; у0) 
Номер 

варианта 
Поле  )(Мa


 

Точка 
А(х0; у0) 

1 jiya


3  (2;–5) 16 jxiya


3  (5;–3) 

2 jxiya


 2  (7;–1) 17 jxiya


62   (0; 4) 

3 jxiya


25   (2; 3) 18 jiyxa


 24  (1; 5) 

4 jxiya


2)sin(   (–2; 0) 19 jxiya


2)cos(   (1; 0) 

5 jxiya


4)cos(3   (3; 0) 20 jiya


2  (–1; 1) 

6 jxiya


)cos(2   (0; –1) 21 jxiea y


2  (–2; 0) 

7 jxyia


2  (0; 1) 22 jxia


23   (–1;–5) 

8 jiya


54   (2; 3) 23 jxiya


43   (3;–1) 

9 jxiya


26   (6;–2) 24 jxiya


 6  (4; 2) 

10 jxiya


 4  (1;–3) 25 jyixa
 22 23   (2;–1) 

11 jixya


32   (1;–3) 26 jxiya


2)cos(   (2; 0) 

12 jxiya


 )cos(2  (–1; 0) 27 jxiya


)sin(8   (0; 1) 

13 jyixa
 22   (1; 2) 28 jeiya x


 2  (0; 5) 

14 jxiya


)sin(2   (0; –2) 29 jiya


 6  (3;–2) 

15 jxia


42   (–6; 1) 30 jxiya


 2  (1;–4) 

 

 

З а д а ч а  3 

Поток векторного поля через плоскую поверхность 

Найти поток векторного поля )(Ma


 через треугольник, принадлежащий 

плоскости (р), вершинами которого являются точки пересечения этой плоско-

сти с координатными осями. Вид поля и уравнение плоскости заданы в табл. 3.1. 

Методические рекомендации. Воспользоваться разобранной задачей из 

учебно-методического пособия «Элементы теории поля» [1] – пример № 3, с. 15. 
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Поток векторного поля найти с помощью поверхностного интеграла 

  , ,  
S

 SdMaП
                                            (3.1) 

где .
0

ndSSd

  Орт нормали к поверхности 0n


 должен образовывать острый 

угол с осью Oz, для этого выбрать такой знак перед вектором нормали, чтобы 

третье слагаемое (проекция на ось аппликат) было положительным. При интег-

рировании поверхность можно проецировать на любую координатную плоскость. 

Т а б л и ц а  3.1 

Варианты данных для задачи № 3 

Номер 
варианта 

Векторное поле  

kzyxRjzyxQizyxPa


);;();;();;(   

Уравнение плоскости 
(p): ax+by+cz+d = 0 

1 2 3 

1 kzxjziyxa


)(23)(   3x – y + 2z – 6 = 0 

2 kyjzyiz)xa


 )(2(  2x – y + z – 4  = 0 

3 kyxjzxiya


)()2(3   3x – y + z – 3 = 0 

4 kzyjxizxa


)(3)(2   4x – 2y + z – 8 = 0 

5 kxjzyiz(xa


7)2()   9x + 3y – z + 9 = 0 

6 kzyjyxiza


)()3(4   2x – y – z + 2 = 0 

7 kzjzyxizya


 )2()(  5x – y + z – 5 = 0 

8 kzxjziyxa


)3(2)(2   3x – 2y – z – 6 = 0 

9 kyjzyizxa


 )()2(  x – 2y – z + 4 = 0 

10 kyxjzxiya


)3(2)(32   x + 3y – z + 3 = 0 

11 kzyjxiz)xa


)(222(   2x – 8y – z + 8 = 0 

12 kxjzyizxa


3)()(2   3x – 9y + z – 9 = 0 

13 kzyjyxiza


)()(23   x – 4y + z – 2 = 0 

14 kzjzyxizya


3)()(2   x + 5y – z + 5 = 0 

15 kzxjziyxa


)2(4)(   x – 3y – 2z + 6 = 0 

16 kyjzyizxa


3)2()(2 
 

x + y – 2z – 4  = 0 

17 kyxjzxiya


)2()(24 
 

3x – 3y + z – 3 = 0 
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О к о н ч а н и е  т а б л. 3.1 

1 2 3 

18 kzyjxizxa


)2(4)2(3   x + 4y – z + 8 = 0 

19 kxjzyizxa


2)(2)2(   3x + 3y – z + 9 = 0 

20 kzyjyxiza


)(2)(32   x + 4y + 2z – 2 = 0 

21 kzjzyxizya


2)(2)2(   5x – 3y + z + 5 = 0 

22 kz)yxjz3yizyxa


2()()(2   x + 2y + z – 1 = 0 

23 kzxjziy)xa


)5(22(   2x + 3y – z + 6 = 0 

24 kyjzyizxa


2)(3)(2 
 

2x + y + 2z – 4 = 0 

23 kzxjziy)xa


)5(22(   2x + 3y – z + 6 = 0 

24 kyjzyizxa


2)(3)(2   2x + y + 2z – 4 = 0 

25 kyxjzxiya


)(3)(4   –3x + y + z – 3 = 0 

26 kzyjxizxa


)3(53)(   8x – 2y + z – 8 = 0 

27 kxjzyizxa


2)()(2   6x – 9y – z – 9 = 0 

28 kzyjyxiza


)3()2(   4x + y – 2z + 2 = 0 

29 kzjzyxizya


3)2()(2   x – y + 5z – 5 = 0 

30 kzyxjzyizyxa


)3(2)()2(   2x – y + z – 1 = 0 

 

З а д а ч а  4 

Поток векторного поля через всю поверхность пирамиды 

Найти поток векторного поля )(Ma


 через всю поверхность треугольной 

пирамиды, образованной координатными плоскостями и плоскостью (р). Вид 

поля и уравнение плоскости заданы в табл. 4.1. 

Методические рекомендации. Воспользоваться разобранной задачей из 

учебно-методического пособия «Элементы теории поля» [1] – пример № 5, с. 21. 

Сделать рисунок. Для вычисления потока через всю замкнутую поверх-

ность использовать формулу Остроградского – Гаусса для «внешней» нормали: 


V

dVaП .div 


                                                (4.1) 
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Вычисления могут значительно упроститься, если иметь в виду, что при 

равенстве единице  подынтегральной функции  сам интеграл численно равен 

области интегрирования: 

.    ;    ;   
VL S

VdvSdsLdl                                    (4.2) 

Необходимо помнить о том, что эти равенства только численные. Итог 

интегрирования имеет размерность, равную произведению размерностей 

подынтегральной функции и дифференциала. Обычно размерности подынтег-

ральной функции являются плотностью какой-либо величины. В равенствах 

(4.2)  это,  соответственно, плотность погонная, поверхностная и объёмная, а 

результатом интегрирования является количественная характеристика самой 

величины, распределённой соответственно на линии, поверхности или в объёме. 

Т а б л и ц а  4.1 

Варианты данных для задачи № 4 

Номер 
варианта 

Векторное поле  

kzyxajzyxaizyxaa
zyx


);;();;();;(   

Уравнение плоскости 
(p): ax+by+cz+d = 0 

1 2 3 

1 kzxjzyiexa z


))(7cos()2(3)5( 3   9x + 3y – z + 9 = 0 

2 kzyjy)xizxa


)(3)(ctg()4(2   2x – y – 4z + 2 = 0 

3 kzjyxzi)zya


3)2(5(6   5x – y + z – 5 = 0 

4 kzxjziyxa


)8(9))tg((2 2   x – 2y – z – 6 = 0 

5 kzyjzyi)zxa


)2())cos((2(7 3   x – 2y – 5z + 10 = 0 

6 kz)xjyxixa


3(2)(32   x + 3y – z + 6 = 0 

7 kzyxjy)xi)zxa


)(25(22( 2   2x – 4y – z + 8 = 0 

8 kxjzyiyzxa 2


3)(4)(2   3x – 9y + z – 3 = 0 

9 kzyjyxiyz)xa


)(5)(23(9   x – 4y + z – 2 = 0 

10 kzjzyxiyzxa


3)()(2 2   x + 5y – z + 5 = 0 

11 kzxjzyiyxa


)2)(tg()4(10)( 3   x – 3y – 2z + 6 = 0 

12 kyjzyizxa


)3ln()2())cos((2   x + y – 2z – 4 = 0 

13 kzxjz)yxiyxa


)10(72()4(3 2   3x – 3y + z – 3 = 0 

14 kzyjyxiexa z


)2)(sin()(4)2(3   x + 4y – 2z + 8 = 0 

15 kzxjzyizxa


)(2))ln((2))2arctg((5   
3x + 3y – z + 6 = 0 

16 kzyjyxizxa


)(2)) (arcctg(3)2(6 
 

x – y + 2z – 2 = 0 
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О к о н ч а н и е  т а б л. 4.1 

1 2 3 

17 kzjzyxizxa


4)(2))2cos(( 3 
 

5x – 3y + z + 15 = 0 

18 kzxjzyizyxa


)2())tg((3)(2 2   
x + 2y + z – 1 = 0 

19 kzxjzyiyxa


)5)(ln()2())2sin((   2x + 3y – z + 6 = 0 

20 kyjzyizxa


)2ln()(3))arctg((2 2   2x + y + 2z – 4 = 0 

21 kzxj)yiya z


))(3ln(3(4)cos(   –3x + y + z – 3 = 0 

22 kz)yjyxizxa


3(5)(3))tg((   8x – 2y + z – 8 = 0 

23 kzxjzyizxa


)3(2)()(2 23   6x – 7y – z – 2 = 0 

24 kzyjyxizxa


)3()2())ln((2 2   4x + y – 2z + 2 = 0 

25 kzxjxzyizya


))(ln()2()7(   x – y + 5z – 5 = 0 

26 kzxyjzyiyzxa


)(2)(4)(   2x – y + z – 1 = 0 

27 kzxjziyxa


)(23))arccos(( 2   3x – y + 2z – 1 = 0 

28 kyjyxixa z


 ))(ln()3(5  2x – y + z – 4 = 0 

29 kzxjyxizya


)()2())sin((3   3x – y + z – 3 = 0 

30 kzyjxzizyxa


))(ln(3)(4 2   4x – 2y + z – 8 = 0 

 

З а д а ч а  5 

Поток векторного поля через замкнутую поверхность в полярных координатах 

Найти поток векторного поля )(Ma


 через всю поверхность тела Т, определя-

емого  системой  неравенств.  Вид поля и система  неравенств заданы в табл. 5.1. 

Методические рекомендации. Воспользоваться разобранной задачей из 

учебно-методического пособия «Элементы теории поля» [1] – пример № 6, с. 22. 

Сделать рисунок. Для вычисления потока через всю замкнутую поверх-

ность использовать формулу Остроградского – Гаусса для «внешней» нормали 

(4.1). Перейти к цилиндрической системе координат по формулам:  
















.

;

;sin
;cos

222

dzdddV

yx

y
x






                                          (5.1)  
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Т а б л и ц а  5.1 

Варианты данных для задачи № 5 

Номер 
варианта 

Векторное поле  

kzyxajzyxaizyxaa
zyx


);;();;();;(   

Система неравенств, 
определяющая тело Т 

1 2 3 

1 kzyxjzyxizyxa


)(2)(3)2(   












0.
3;

;1)( 222

x
z

yxz

 

2 kyzzxjz(yizxya


)())(2   












0.
2;

;6 22

y
z

yxz

 

3 kzxjzyxizyxa


6)()2( 2   

 













0.
4;

;5 222

x
z

yxz

 

4 kzjzyxizxya


2)2()(3 2   












0.
7;

;3 22

y
z

yxz

 

5 kzjzyxizyxa


3)3()2( 2   

 













0.
2;

;2 222

x
z

yxz

 

6 kzjzyxixya


2)(2)2( 2   












0.
1;

;5 22

y
z

yxz

 

7 kzyjzxyizxa


)()(4)3(   

 













0.
;3

;4 222

x
z

yxz

 

8 kzyjyxixza


))(sin()3()(4 2   












0.
;6

;2 22

y
z

yxz

 

9 kzyjyyizxa


)6()2()(5 2   

 













0.
1;

;3 222

x
z

yxz

 

10 kxzyjyxyizxya


)(2)()2( 2 
 













0.
3;

;7 22

y
z

yxz
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П р о д о л ж е н и е  т а б л. 5.1 

1 2 3 

11 kxjzyхizуxa


3)(2)3(5 2   

 













0.
;2

;3 222

x
z

yxz

 

12 kzxjzyizxya


)(7)2()(3 2   












0.
5;

;1 22

y
z

yxz

 

13 kzxzjzyizxa


)(2)()(2 2   

 













0.
0;

;4 222

x
z

yxz

 

14 kyxjzyizxya


)(2)()(3 2   












0.
5;

;9 22

y
z

yxz

 

15 kzyjyxyxizxa


)(2)7(2)2(3   

 













0.
;1

;2 222

x
z

yxz

 

16 kzyyjyxizxa


)9()2)(3ln()(2 2   












0.
;4

;22

y
z

yxz

 

17 kzxyjyzxyizxa


)(5)(2)( 2   

 













0.
5;

;1 222

x
z

yxz

 

18 kyxjzyizxya


))2sin(()(4)(7 23   












0.
1;

;3 22

y
z

yxz

 

19 kyxjzxixya


)3(2))cos((3)(2 2   

 













0.
;2

;5 222

x
z

yxz

 

20 kyxjzxiyzxya


)()2)(tg()2(3 2   












0.
;3

;1 22

y
z

yxz

 

21 kxzxjzxiyxa


)(3)(4)(5 22 
 

 













0.
6;

;2 222

x
z

yxz
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О к о н ч а н и е  т а б л. 5.1 

1 2 3 

22 kzyyjxyizxya


))(cos()4()2(5 2   












0.
1;

;22

y
z

yxz

 

23 kzxzjzxyizxa


)4(2)()2( 2   

 













0.
;1

;4 222

x
z

yxz
 

24 kzyzjzyixyxa


)3(5))arctg((2)(   












0.
;2

;2 22

y
z

yxz

 

25 kxzzjzyizxa


)2(4)(3)(2 22   

 













0.
7;

;3 222

x
z

yxz

 

26 kyxjzyizxya


)3)(tg()2(5)(2 2   












0.
0;

;1 22

y
z

yxz

 

27 kzxjzyizyxa


)3()23()3( 2   

 













0.
;1

;2 222

x
z

yxz
 

28 kzxjzyiyxa


)(2)2(3))cos(( 2   












0.
;1

;3 22

y
z

yxz

 

29 kzxjzxyiyxa


)()2(5)2( 22   

 













0.
8;

;4 222

x
z

yxz
 

30 kzyxjzxiyxya


)()4)(ln()(2   












0.
6;

;7 22

y
z

yxz

 

 

З а д а ч а  6 

Работа силового поля при перемещении тела по дуге 

Найти работу силового поля )(MF


 при перемещении тела из точки А в 

точку В по дуге  L, лежащей в плоскости (р).  Вид поля, точки начала и конца 

движения и его траектория заданы в табл. 6.1. 
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Методические рекомендации. Воспользоваться разобранной задачей из 

учебно-методического пособия «Элементы теории поля» [1] – пример № 7, с. 25. 

Для вычисления работы использовать формулу для вычисления циркуля-

ции векторного поля, записанную интегралом второго рода: 




 

АВ

АВ

.);;();;();;(  dzzyxRdyzyxQdxzyxPЦ                     (6.1) 

Адаптируя интеграл (6.1) к условиям задачи, оставить в подынтегральном 

выражении только одну переменную, выразив её из уравнения пути интегриро-

вания и сведя интеграл к определённому от одной переменной. 

Т а б л и ц а  6.1 

Варианты данных для задачи № 6 

Номер 
варианта 

Векторное поле  

kzyxajzyxaizyxaa
zyx


);;();;();;(   

Точка А, 
точка В 

Дуга 
L 

(p) 

1 2 3 4 5 

1 kyxjxyizya


)3)(tg()2(5)(2 2 
 

(1; 1; 2) 

(2; 4; 2) 
y = x

2 
z = 2 

2 kzxjzyiyxa


)(2)2(3))cos(( 2   
(1; 0; 0) 

(1; 2; 4) 
z = y

2
 x = 1 

3 kzxjzxyiyxa


)()2(5)2( 22   
(1; –3;2) 

(2; –3;4) 
z = x

2
 y = –3 

4 kyxjzyizxya


))2sin(()(4)(7 23   
(1;1; –2) 

(9;3; –2) 
x = y

2
 z = –2 

5 kzyxjzxiyxy(a


)()4)(ln()2   
(1; 4;–1) 

(4; 4; 2) 
x = z

2
 y = 4 

6 kxzzjzyixzxa


)2(4)(3)(2 22   
(3; 4;–2) 

(3; 1; 1) 
y = z

2
 x = 3 

7 kyxjzxiyzxya


)()2)(tg()2(3 2   
(2; 2; 4) 

(3; 2; 9) 
z = x

2
 y = 2 

8 kzyyjxyizxya


))(cos()4()2(5 2   
(1; –1;5) 

(1; 1; 5) 
x = y

2
 z = 5 

9 kzjzyxizyxa


3)3()2( 2   
(–2;1; 1) 

(–2;9; 3) 
y = z

2
 x = –2 

10 kzjzyxi)zxya


2)2((3 2   
(–3;3; 9) 

(–3;1; 1) 
z = y

2
 x = –3 

11 kxzxjzxiyxa


)(3)(4)(5 22   
(1;–1; 1) 

(2;–1; 4) 
z = x

2
 y = –1 

12 kzyjyxixza


))(sin()3()(4 2 
 

(1; 1; 2) 

(4; 2; 2) 
x = y

2
 z = 2 
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1 2 3 4 5 

13 kyxjzyizxya


)(2)()(3 2   
(1; 1;–6) 

(3; 9;–6) 
y = x

2
 z = –6 

14 kzyyjyxizxa


)9()2)(3ln()(2 2   
(1;4;-1) 

(4;4;-2) 
x = z

2
 y = 4 

15 kzyjzxyizxa


)()(4)3(   
(5; 4; 2) 

(5; 9; 3) 
y = z

2
 x = 5 

16 kxjzyхizуxa


3)(2)3(5 2   
(–1; 1;1) 

(4;16; 1) 
y = x

2
 z = 1 

17 kxzxjzxiyxa


)(3)(4)(5 22   
(0; 2; 0) 

(3; 2; 9) 
z = x

2
 y = 2 

18 kxzxjzxiyxa


)(4)(3)(2 2   
(2; –3;9) 

(2; –2;4) 
z = y

2
 x = 2 

19 kzxyjyzxyizxa


)(5)(2)( 2   
(4; 2; -1) 

(0; 0; -1) 
x = y

2
 z = –1 

20 kzyzjzyixyxa


)3(5))arctg((2)(   
(9;0; –3) 

(1;0; –1) 
x = z

2
 y = 0 

21 kzxzjzyizxa


)(2)()(2 2   
(– 4;1;1) 

(– 4;9;3) 
y = z

2
 x = – 4 

22 kzxjzyizxya


)(7)2()(3 2   
(–1;1;2) 

(–2;4;2) 
y = x

2
 z = 2 

23 kyxjzxixya


)3(2))cos((3)(2 2   
(0; –5;0) 

(2; –5;4) 
z = x

2
 y = –5 

24 kzxjzyxizyxa


6)()2( 2   
(–1;1;1) 

(–1;9;3) 
z = y

2
 x = –1 

25 kzyjyyizxa


)6()2()(5 2   
(1;1;–3) 

(4;2;–3) 
x = y

2
 z = – 3 

26 kxzyjyxyizxya


)(2)()2( 2   
(9;1;-3) 

(4; 1; 2) 
x = z

2
 y = 1 

27 kzyjyxy2xizxa


)(2)7()2(3   
(0; 9;–3) 

(0; 4;–2) 
y = z

2
 x = 0 

28 kzxzjzxyizxa


)4(2)()2( 2   
(1; 1; 1) 

(2; 4; 1) 
y = x

2
 z = 1 

29 kzjzyxixya


2)(2)2( 2   
(–2;6; 4) 

(1 ; 6; 1) 
z = x

2
 y = 6 

30 kzyxjzyxizyxa


)(2)(3)2(   
(4;-2; 4) 

(4; 2; 4) 
z = y

2
 x = 4 
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З а д а ч а  7 

Циркуляция векторного поля, вычисленная непосредственно и 

с помощью формулы Стокса 

Найти циркуляцию векторного поля  a


(М) по треугольнику ABC двумя 

способами: непосредственным вычислением  и  с  помощью формулы Стокса. 

Вид поля и вершины треугольника заданы в табл. 7.1. 

Методические рекомендации. Для непосредственного вычисления цирку-

ляции воспользоваться разобранной задачей из учебно-методического пособия 

«Элементы теории поля» [1] – пример № 8, с. 25.  

Сделать чертёж. Разбив треугольник на три участка интегрирования, вы-

числить циркуляцию на каждом участке по формуле (6.1) и сложить получен-

ные значения. При сведении криволинейного интеграла к определённому иметь 

в виду, что каждый участок интегрирования лежит на прямой, уравнение кото-

рой удобнее всего записать «в отрезках». 

Для вычисления циркуляции с помощью формулы Стокса, воспользо-

ваться разобранной задачей из учебно-методического пособия «Элементы тео-

рии поля» [1] – пример № 11, с. 30. 

Рассчитав ротор по правилу 

,    rot 

RQP

zyx

kji

a
















                                               (7.1) 

подставить полученный результат в поверхностный интеграл 

),,( SdarotЦ
S


                                                 (7.2)

 

считая поверхность,  натянутую  на  контур треугольника  АВС, плоскостью. 

Вычислив  интеграл,  сравнить значения  циркуляции,  полученные разными 

способами. 
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Т а б л и ц а  7.1 

Варианты данных для задачи № 7 

Номер 
варианта 

Векторное поле  

kzyxajzyxaizyxaa
zyx


);;();;();;(   

Вершины треугольника 
A(x1;y1;z1), B(x2;y2;z2), C(x3;y3;z3) 

1 2 3 

1 kyjziya


 32  A(3;0;0), B(0;–2;0), C(0;0;4) 

2 kxjziza


 32  A(2;0;0), B(0;1;0), C(0;0;–3) 

3 kxjxiya


23   A(–1;0;0), B(0;4;0), C(0;0;2) 

4 kxjyiya


 4  A(–4;0;0), B(0;3;0), C(0;0;1) 

5 kzjyiza


24   A(5;0;0), B(0;6;0), C(0;0;2) 

6 kyjziya


23   A(2;0;0), B(0;3;0), C(0;0;–1) 

7 kxjziza


 2  A(4;0;0), B(0;–1;0), C(0;0;3) 

8 kxjxiya


225   A(–3;0;0), B(0;2;0), C(0;0;4) 

9 kxjyiya


64   A(–1;0;0), B(0;5;0), C(0;0;1) 

10 kzjyiza


526   A(2;0;0), B(0;8;0), C(0;0;4) 

11 kyjziya


234   A(–1;0;0), B(0;5;0), C(0;0;2) 

12 kxjziza


 32  A(–1;0;0), B(0;2;0), C(0;0;3) 

13 kxjxiya


26   A(9;0;0), B(0;2;0), C(0;0;–3) 

14 kxjyiya


 32  A(8;0;0), B(0;2;0), C(0;0;1) 

15 kzjyiza


348   A(1;0;0), B(0;1;0), C(0;0;5) 

16 kyjziya


425   A(–2;0;0), B(0;4;0), C(0;0;1) 

17 kxjziza


234   A(3;0;0), B(0;–2;0), C(0;0;2) 

18 kxjxiya


 43  A(5;0;0), B(0;7;0), C(0;0;–3) 

19 kxjyiya


55   A(4;0;0), B(0;6;0), C(0;0;1) 

20 kzjyiza


22   A(–6;0;0), B(0;3;0), C(0;0;2) 

21 kyjziya


34   A(–3;0;0), B(0;2;0), C(0;0;5) 

22 kxjziza


45   A(1;0;0), B(0;2;0), C(0;0;6) 

23 kxjxiya


26   A(2;0;0), B(0;8;0), C(0;0;–1) 

24 kxjyiya


72 
 

A(5;0;0), B(0;3;0), C(0;0;3) 
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1 2 3 

25 kzjyiza


645   A(–1;0;0), B(0;4;0), C(0;0;6) 

26 kyjziya


32   A(4;0;0), B(0;–1;0), C(0;0;2) 

27 kxjziza


43   A(3;0;0), B(0;–2;0), C(0;0;1) 

28 kxjxiya


634   A(1;0;0), B(0;5;0), C(0;0;–5) 

29 kxjyiya


225   A(6;0;0), B(0;3;0), C(0;0;2) 

30 kzjyiza


56   A(–4;0;0), B(0;1;0), C(0;0;3) 

 

З а д а ч а  8 

Плотность циркуляции векторного поля 

Найти плотность циркуляции векторного поля  a


(М) в точке М в направ-

лении вектора n


. Вид поля, координаты точки и вектор направления заданы в 

табл. 8.1. 

Методические рекомендации. Воспользоваться разобранной задачей из 

учебно-методического пособия «Элементы теории поля» [1] – пример № 9, с. 29. 

По правилу (7.1) вычислить ротор и найти его значение в заданной точке 

М, затем найти проекцию ротора на направление вектора ,n


 скалярно умножив 

его на орт заданного направления. 

Т а б л и ц а  8.1 

Варианты данных для задачи № 8 

Номер 
варианта 

Векторное поле  

kzyxajzyxaizyxaa
zyx


);;();;();;( 

 

Точка 
М(x;y;z) Направление n


 

1 kzxjzyxiyxa


)(5)(3)2(   (–1; 2; 5) kji


22   

2 kyzxjzyizxya


)()4()(   (1;–2;–3) kji


474   

3 kzxjzxiyxa


6)()2( 22   (4; 0;–2) kji


296   

4 kzjyxizxya


2)2()(2 22   (–7;1;–4) kji


527   

5 kzyjyxizxa


2)3()4( 2   (–8;–2;1) kji


22   
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1 2 3 4 

6 kzjyxixyza


2)(2)2( 2   (3; 4;–1) kji


233   

7 kzyjzxyiz(xa


)()()3 22   (–9; 1; 8) kji


744   

8 kyzjyxixza


5)3()7( 2   (–6; 5; 0) kji


9215   

9 kzyj2yyxixza


)6()4(5 2   (–1;–2;3) kji


962   

10 kxzjyxyizxya


2)2()3( 2   (–3;1;–1) kji


352   

11 kzxjz)yziyxa


)(5(3)(5 2   (0; 1;–6) kji


367   

12 kyzxjzyizxza


)()3()( 2   (5; 2;–1) kji


835   

13 kzxjzyxiyxa


 )()4( 2
 (1; 0;–2) kji


388   

14 kxyjyxizxa


2)2()6( 2   (–5; 1; 2) kji


 22  

15 kzyjxyxizxa


4)()( 2   (–8; 2; 1) kji


269   

16 kzjyzixyza


 )(2)(3 2
 (5; 1;–2) kji


447   

17 kzyjzyzizxa
 22 )(2)3(   (–12;0;1) kji


532   

18 kyzjxyizxza


3)(5   (1;–2; 3) kji


22   

19 kxzjyyxiza


6)2(46 2   (4; 7;–1) kji


 510  

20 kxzjy)(xyizya


 2)3( 2
 (–4;1;–3) kji


714   

21 kyxjzxyiya


)(5)(2 2   (3;–4; 0) kji


962   

22 kyzjzyizxya


 )()4( 2
 (2;–5; 1) kji


244   

23 kzxjzxyiyxa


4)()2( 2   (–9;–6;1) kji


22   

24 kxyjyxizya


2)2()3( 2   (–2; 1; 1) kji


1382   

25 kzyjyzxiyxa


4)3()( 2   (–13;2;0) kji


275   

26 kxjyxizxyza


2)3()( 2   (3; 2;–1) kji


67 15   

27 kxyjzxyiyxa


)5()()( 22   (9; 1;–7) ji


68   

28 kxyjyxixza


5)()6( 2   (1; 0;–8) kji


474   

29 kxjyyiyza


5)2(3 2   (–7;1;–1) kji


323   

30 kxzjyxyizya


5)3()(2 2   (8; 6; 1) kji


653   
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З а д а ч а  9 

Циркуляция потенциального векторного поля. Разность потенциалов 

По заданной потенциальной функции U = U(x; y; z) найти векторное поле, 

его циркуляцию от точки А до точки В по двум разным путям интегрирования: 

по  дуге  параболы  L  в заданной плоскости  p  и по пространственной прямой, 

соединяющей эти точки. Сравнить полученные результаты с разностью значе-

ний потенциальной функции в этих точках. Потенциальная функция, координаты 

точек,  уравнение  параболы  и  плоскость,  в  которой  она  находится,  заданы  в 

табл. 9.1. 

Методические рекомендации. Воспользоваться разобранной задачей из 

учебно-методического пособия «Элементы теории поля» [1] – пример № 12, с. 33. 

По заданной потенциальной функции потенциальное векторное поле 

определяется как градиент от неё: 

.);;( grad  k
z

Uj
y

Ui
x

UzyxUaп










                              (9.1) 

Циркуляция от точки А до точки В вычисляется  с помощью  интеграла 

второго рода по формуле (6.1) двумя способами – по дуге параболы и по прямой. 

Оба интеграла должны оказаться одинаковыми и равными разности потенциалов: 

).()(  
АВ

AUBUЦЦ АВ                                      (9.2) 

Т а б л и ц а  9.1 

Варианты данных для задачи № 9 

Номер 
варианта 

Потенциальное поле 
U(x; y; z)

 Точка А Точка B 
Уравнение 

дуги L 
Плоскость 

p 

1 2 3 4 5 6 

1 U = 3xz
2
 – 2yz (–1; 2; 1) (–1; 5; 2) y = z

2
+1 x = –1 

2 U = 4xz + 2y
3 

(3; 6; 7) (1; 6; –1) z = x
2
 –2 y = 6 

3 U = 3xy
2
 –4zx (0; 3; –3) (2; 7; –3) y = x

2 
+3 z = –3 

4 U = xz
3
 + 7y (3;– 2; 1) (3;– 3; 6) z = y

2
 –3 x = 3 

5 U = 2xz
2
 – 5yz (3; –3; 1) (6; –3; 2) x = z

2
 +2 y = –3 

6 U = 3yz + 2xy
2 

(5; –2; 2) (2; 1; 2) x = y
2
 +1 z = 2 

7 U = 2xy
2
 –4zx (4; –3; 1) (4; 5; 3) y = z

2
 –4 x = 4 
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1 2 3 4 5 6 

8 U = 5xz
2
 + 3yx (–2; 3; 1) (0; 3; –3) z = x

2
 –3 y = 3 

9 U = 4yz
2
 – 2yx (2; 6; –3) (1; 3; –3) y = x

2
 +2 z = –3 

10 U = 5xz + 2y
3 

(1; 3; 8) (1; 0; –1) z = y
2
 –1 x = 1 

11 U = 6xy
2
 –4zx (3; 1; 1) (10; 1; 3) x = z

2
 +1 y = 1 

12 U = xz
3
 + 3yx (2; 2; 3) (7; 3; 3) x = y

2
 –2 z = 3 

13 U = 2xz
2
 – 5yz (–1; 1; 2) (–1; 6; 3) y = z

2
 –3 x = –1 

14 U = 3xz + y
3 

(–2; 4; 3) (3; 4; 8) z = x
2 
–1 y = 4 

15 U = 4xy
2
 –2zx (0; 4; 1) (2; 8; 1) y = x

2
 +4 z = 1 

16 U = 5xz
3
 + 3yx (2; 1; 4) (2; –2; 7) z = y

2
 +3 x = 2 

17 U = 6xz
2
 –yz (2; 7; 1) (5; 7; 2) x = z

2
 +1 y = 7 

18 U = xz
2
 + 6y

3 
(3; –2; 3) (8; 3; 3) x = y

2
 –1 z = 3 

19 U = 2xy
2
 –zx (1; 2;–2) (1; 7;–3) y = z

2
 –2 x = 1 

20 U = 3xz
3
 + 2yx (0; 2; 3) (–1; 2; 4) z = x

2
 +3 y = 2 

21 U = 4xz
2
 – 3yz (–1; 2; 4) (4; 3; 4) y = x

2
 –5 z = 4 

22 U = 5xz + 4y
2 

(5; –1; 2) (5; 3; 10) z = y
2
 +1 x = 5 

23 U = 6xy
2
 –zx (3;  4; 0) (7; 4; 2) x = z

2
 +3 y = 4 

24 U = xz
3
 + 5yx (8;  3;–2) (0; 1;–2) x = y

2
 –1 z = –2 

25 U = 2xz
2
 – 3yz (3; –1; 1) (3; 7; 3) y = z

2
 –2 x = 3 

26 U = 3yz + 4x
3
 (–2; 4; 3) (1; 4; 0) z = x

2
 –1 y = 4 

27 U = 4xy
2
 –zx (–2; 1; 4) (0; 1; –3) y = x

2
 –3 z = 4 

28 U = 5xz
3
 + 2yx (1 ; –1; 4) (1 ; 2; 7) z = y

2
 +3 x = 1 

29 U = 6yz
2
 – 2yz (5; 1; –2) (10; 1; 3) x = z

2
 +1 y = 1 

30 U = 2xz
2
 – 5yz (–1; 2; 2) (11; 4; 2) x = y

2
 –5 z = 2 

 

З а д а ч а  10 

Разложение векторного поля на потенциальную и соленоидальную составляющие 

Разложить  заданное  в табл. 10  векторное  поле  )(Мa


 на потенциальную 

)(Ma
п


  и соленоидальную )(Ma

с


 составляющие. Проверить равенство нулю 

ротора потенциальной и дивергенции соленоидальной составляющих. 
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Методические рекомендации. Воспользоваться разобранной задачей из 

учебно-методического пособия «Элементы теории поля» [1] – пример № 14, с. 38. 

Из уравнения Пуассона  

)( div)( MaMU


                                           (10.1) 

найти произвольное решение для потенциальной функции U(M). Градиент этой 

функции, вычисленный по формуле (9.1), будет потенциальной компонентой 

поля. Вычитая из данного векторного поля найденную потенциальную компо-

ненту, получим соленоидальную. 

Ротор потенциальной составляющей можно найти по формуле (7.1), и он 

должен оказаться равным нулю. 

Дивергенцию соленоидальной составляющей можно вычислить исходя из 

определения дивергенции 

,
)()()(

    )( div
z

MR

y

MQ

x

MP
Ma
















                             (10.2) 

и она тоже должна оказаться равной нулю. 

Сумма потенциальной )(Ma
п


и соленоидальной )(Ma

с


 составляющих 

должна быть равна данному векторному полю ).(Мa


 

Т а б л и ц а  10.1 

Варианты данных для задачи № 10 

Номер 
варианта 

Поле  )(Мa


 
Номер 

варианта 
Поле  )(Мa


 

1 2 3 4 

1 kzjxyixxa


 2)2( 2
 9 kyzzjyixa


)2(2 22   

2 kxzjxyyixa


 )(3
 

10 kzjyixxza
 23)52( 

 

3 kxzzjyixa


)(2 22 
 

11 kzjyyixya
 22)2(2 

 

4 kzjyixxza
 22)2( 

 
12 kxzzjxyixa


)2(3 2 

 

5 kzjyzyixza


3)2( 
 

13 kxzjyixxa


 22 3)5(
 

6 kyzzjyixya


)5(3 
 

14 kzjyzyixa
 22 )23(4 

 

7 kzjyixxya
 22)32( 

 
15 kzjyixza

с

 2222 
 

8 kxzjxyyixa


 )( 2

 
16 kyzjyixa


246 2 
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О к о н ч а н и е  т а б л. 10.1 

1 2 3 4 

17 kzjyzixxza


3)(   
24 kzjyzixa

c

 223   

18 kzjyzyixa
 22 )2(2   

25 kyzjyixxya


 2)(  

19 kzzjyixza


)(2 22   
26 kyzzjyixya


)(2 2   

20 kzjyzixa
 22   

27 kyzjyixxya


 )3(  

21 kxzjyixxa


 2)( 2

 
28 kxzzjxyixa


)3(4   

22 kzjxyyixa


4)2(2   29 kyzjyixa


22 2   

23 kxzzjyixa


)2(22   
30 kyzzjyixa


)2( 22   
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